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Logikfunktionen und Boolesche Algebra  vriversiat samber

Verknupfungen binarer Variablen lassen sich strukturieren:

Seien n, me N
Eine Funktion f: B — Bm heil3t boolesche Funktion

« Bn = Menge aller n-stelligen Tupel uber B={0, 1}
* Beispiel: B2 ={(0, 0), (0, 1), (1, 0), (1, 1)}

Boolesche Funktion f: Bn — Bm als Wertetabelle darstellbar
mit |Bn| = 2n Zeilen und |Bm| = 2m Moglichkeiten je Zeile
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Alle Boolesche Funktionen f:B2 — B Universitit Bamberg ¢

Es existieren 16 verschiedene Boolesche Funktionen fy...f15
.B2 — B mit 2 Eingabewerten und einem Ausgabewert:

Nullfunktion
UND

NOR

Aquivalenz =
Negation ly
Projektion X
Negation Ix
Projektion y
XOR

ODER +

Implikation =
NAND
Einsfunktion 1

OOOOOOOO.
_\_\_\_\ooool
A-\OO-\-\OO.
_\o_\OAOAOl
A—\_\_\_\_\_\Al
_\_\_\_\ooool
A-\OO-\-\OO.
—\O—\OAOAOl
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Index und Minterme Universitat Bamberg égo )

Darstellung boolescher Funktionen Xy

als Wertetabelle: g ? (1)
1 0 1
1 1 0
oder Wertevektor bei fester Index-Reihenfolge: fs = (0,1,1,0)
Definition: Die boolesche Funktion, ---?W
far die nur der Index i einschlagig ist, 1 10| 1| 1| einschi3gig
heil3t Minterm zum Index i 2 1 0 1 einschligig
3 1 1 0 nicht einschlagig
Ein Minterm ist nur mit Negationen (/)
0 ~ /x;
und Konjunktionen (*) darstellbar: =91 x]
J

und dann Konjunktion all dieser Literale (= [negierte] Variable)
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NOrmalfO Fmen Universitat Bamberg

Die Darstellung von f als Disjunktion (ODER, +) all ihrer Minterme
zu einschlagigen Indizes heil’t disjunktive Normalform (DNF)

Beispiel: ----_

0 Ix* 1y
1 O 1 1 IX*y
2 1 0 1 x*ly
3 1 1 0 X*y
DNF von fs: /x * y + X * /y < Vorra"ng- (Prézedeqz-)regel:
Punkt vor Strich"

Jede boolesche Funktion f: B — B ist nur mittels Konjunktion,
Disjunktion und Negation darstellbar (z. B. durch ihre DNF)

Dies wird auch als "funktional vollstandig" bezeichnet

GRABS 3 — Minimierung und EAs | Sommer 2025 | Michael Engel | Lehrstuhl fur Praktische Informatik, insbes. Systemnahe Programmierung



Strukturierte Schaltungssynthese Universitat Bamberg ¢

Wie erhalt man eine Schaltung aus einer Wertetabelle?

Die Wertetabelle fur den Volladdierer beschreibt zwei
boolesche Funktionen f: B3 @ B —s und Cout:

a —@-

A b e s o pg T s
0 0 0 0 0 —1
0 0 1 1 0 Cin
0 1 0 1 0
0 1 1 0 1 .
1 0 0 1 0
1 0 1 0 1 >=1 [ Cout
1 1 0 0 1 g
1 1 1 1 1
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Schaltungssynthese Universtat Bamberg

Die Tabelle enthalt zwei Funktionen — s und Cout

Fur die Summe: _ _ _
Wir betrachten nur Zeilen mit

----m einschléagigen Indizes und
T T /stellen den Minterm fur jede

dieser Zeilen auf:

0

0 0 1 1 .

0 1 0 1%

0 1 1 0 [ T

1 0 | 0 1. 8™

1| 0 | 1 | 0 ["1% ™ ----

1 1 0 0 R

1 1 1 14, 1 0 0 1 1 s1=/a*/b”* cin

Wertetabelle des VoIIaddier.é'i’s,% 5 40 1 0 1 s2=/a* b*/cn
aus Vorlesung 2 L 0 0 1 s3= a*/b*/cn

W 1 1 1 ss=a* b* cn
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Schaltungssynthese

Universitat Bamberg

S1 =
0 1 0 1 S2 =
1 0 0 1 S3 =
1 1 1 1 S4 =

/a*/b* cin
/a* b*/cin
a*/b*/cn

a*b* cn

Vorgehensweise:

Eingangsvariablen mit UND
verknupfen erzeugt Minterm

* Wenn Eingangsvariable = O:
Variable invertieren

« Wenn Eingangsvariable = 1:
Variable unverandert
verwenden

Die vier Zeilen sind die einzigen, die eine "1" an s ergeben
Damit konnen wir die Terme s1...s4 mit ODER zur DNF verbinden:

s=s1+sx+sz3+sa= (fa*/b* cn)+(/@a* b*/cin)
+(a*/b*/cn)+(a™* b™* cin)
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Schaltungsminimierung nersi Bambers )

Die erhaltenen Schaltungen sind korrekt, aber nicht optimal
(d.h. sie verwenden mehr als eine minimal mdgliche Anzahl von
Gattern fur die gegebene Funktion)

la* /b ¥ cin
&
_—/a*b* cin
¢ G
& H L =1 _._I
>=1 S =1 s
[ & I o—-]
¢ J\_ a*/b* lCin
? @ ¢ & &
? 1 Ta \ >=1 Cout
a, 1H|_L b a*b*cin
b * llr Icin &
Cin
s=(a*/b* cn)+(/a* b*/cn)
* -~ * * A S = (a @ b) @ Cin
+(a*/b*/cin)+(a b™* Cin)
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Algebraische Vereinfachung von Schaltungen  universitat Bamberg

Fur Verknlpfungen boolescher Variablen x,y,z konnen wir
Rechenregeln bestimmen (hier ohne Beweise):

Kommutativitat: x"y = y*X, Xx+y = y+x

Assoziativitat: (X*y)*z = x*(y*2), (X+Y)+Z = X+(y+2)
Distributivitat: X*(Y+2)=(X*y)+(x*z), X+(y*z) = (X+Yy)*(X+2)
Neutralelemente: x+0 =X, Xx*1 =X

Nullelemente: Xx+1=1,x0=0

Idempotenz: X = X+X, X = X*X

Involution: X = //X

Absorption: (X+Y)*X = X, (X*y)+X = X

Resolution: (X+Y)*(/x+y) =y, (X*y)+(/X*y) =y
Komplementaritat: x+(y*/y) = x, x*(y+/y) = X

deMorgan: [(X+Yy) = X*y, /(X*y) = X+Y
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Algebraische Vereinfachung von Schaltungen  universitat samberg 2

Mit den Rechenregeln konnen z.B. redundante Ausdrucke
eliminiert werden

Beispiel:
f. {0, 1}* — {0, 1} mit Wertevektor (1,0,1,0,1,0,1,0,1,1,1,1,0,0,0,0)

Minterm zu i ist Funktion m;: {0, 1}4 — {0, 1} mit
mi(X1,X2,X3,X4) = 1 & (X1 X2 X3 X4)2 = i (Index in Binarschreibweise = /)

Also ist fUr i=2: m,(X,X5,X5,Xs) = /X1 */X,*X5* /X,

da: IX1*/x2*X3* /x4 =1
& (X1=0)A(x2=0)A(X3=1)A(X4=0) & (X1x2X3X4)2 = 00102 = 210
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Algebraische Vereinfachung von Schaltungen  universitat Bamberg

£ {0, 134 — {0, 1} mit Wertevektor (1,0,1,0,1,0,7,0,1,1,1,1,0,0,0,0)

Entsprechende DNF:
f(X1,X2,X3,X4) = /X1*/X2"/X3* /X4 + [X1*[X2*X3* /X4 + +
+ X1*/X2*IX3* /X4 + X1*/X2¥* X3 X4 + X1*/X2*X3*/X4 + X1*/X2*X3*X4

f(X1,X2,X3,X4) =@(1*/X2*/X3*/X4 + /X1*/Xz*X3*/)Q'|QX1*X2*/X3*/X4 + /X1*X2*X3*/X4)
+ X1*/%X2*X3% /X4 + X1*/X2*[X3*X4 + X1*/X2*X3¥ /X4 + X1*[X2*X3*X4

Vereinfachen:
QX1*/X2*/X3*/X4 + [X1*X2*X3* X4 = /X1*/X2*/XD

Resolution: (x+y)*(/x+y) = vy, (X*y)+(/x*y) =y

C/X1*X2*/X3*/X4 + /X1*X2*%X3* X4 = [X1*X2* /X4 )

...und so weiter!

Damit: f(X1,X2,X3,X4) = /[X1*/X2* /X4 + [X1*X2"[Xa + X1*/%2*/X3 + X1*/X2*X3
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Algebraische Vereinfachung von Schaltungen  universitat Bamberg

f(X1,X2,X3,X4) =@1*/X2*/X4 + /X1*X2*/@+6(1*/X2*/X3 + X1¥/X2¥X3 )

Koénnen wir weiter vereinfachen? | Resolution: (x+y)*(/x+y) =y, (x*y)+(/x*y) = y

@(1*/X2*/X4+/X1*X2*/X4 = /X1%/X4 D

(X1*/X2*/X3 + X1*/X2*X3 = X1*/X2 )

Damit ergibt sich die vereinfachte Funktion:
f(X1,X2,X3,X4) = /[X1*/X4 + X1*/X2
Zum Vergleich: ursprungliche DNF:
f(X1,X2,X3,X4) = IX1*/X2*/X3* /X4 + [X1*[X2"X3* /X4 + [X1*X2*[X3*[X4 + [X1*X2*X3*/X4

+ X1*/X2*IX3% /X4 + X1*/X2*IX3* X4 + X1*/X2*X3%/Xa + X1*/X2*X3*X4

...aber: Algebraische Vereinfachung ist extrem aufwendig!
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Karnaugh-Veitch (KV)-Diagramme Universitat Bamberg 2

Verwendet fur Schaltungen mit kleiner Anzahl Eingangsvariable:
systematischer, anschaulicher und viel Ubersichtlicherer Weg, um
Funktionen f. {0,133 = {0, 1} und f: {0,1}* — {0,1} zu vereinfachen

Idee: Nachbarschaften, d.h. Variablenbelegungen unterscheiden

sich nur in einer Stelle .
Blau markiert:

X1 %2 (X1 X2 X3 X4) = 0001, also /x1*/x2*/X3*Xa4
00 01 11 10

00 Nachbarn in grin:
0000 = /x1*/x2*IX3*/X4

X3 X4 . ‘ 0101 = /X1™%x2*/X3"X4
11 1001 = x1*/x2*/X3*X4

0011 - /X1*/X2* X3*X4 Bei Interesse mehr da:zsu::3 .
Slomka/Glai [1] Kap. 3.9.

10 Achtung: Fehler im Buch!
Beispiel 3.3.2 auf S. 168 muss lauten:
Hinweis: Nicht alle méglichen Nachbarschaften gezeigt! S(X1,X2,X3)=/X1*/x2%x3 + /x1*02%/x3 + x1%/%2%/x3 + x1%x02%x3
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Karnaugh-Veitch (KV)-Diagramme Universitat Bamberg

Beispiel: KV-Diagramm far
f. {0, 1} — {0, 1} mit Wertevektor (1,0,1,0,1,0,1,0,1,1,1,1,0,0,0,0)
(Beispielfunktion wie bei arithm. Optimierung gesehen)

X  fxxexax) x1 %

11 | O 0 0

\

™ | 1| 0 | 1

1 0 1 1 1 e — —

' : oLl o| o | 0 | 1
1 1 1 1 0 X3 X4

1

1

Nullen weglassen

fir mehr Ubersichtlichkeit... o|\1/] 1|0

Was fallt bei der Variablenbelegung auf? Warum ist das so?
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Karnaugh-Veitch (KV)-Diagramme Universitat Bamberg

Beispiel: KV-Diagramm far
£.{0, 1}* = {0, 1}

X1 X2
0, 01, 11 , 10 X1 =1,%X2=0 = X1*/x2

00 1 1 F .
X1=0,x4=0= /X1*/X4

01 1

X3 X4

11 1
f(x1,x2,x3,x4) = /x1*/x4 + x1*/x2

olf 1] 1 L (+ Ix2*/x'4\)

1.Suche alle groBten Rechtecke mit Zweierpotenzlange  Der rot markierte Term

/x2*/x4 ist redundant,

2.Bilde fir jedeS Rechteck passendes Monom da bereits alle 1en von
den ersten beiden

3.Decke alle Einsen durch sparsame Rechteckauswahl ab 7., apgedecks
4 Bilde f als Disjunktion der korrespondierenden Monome  "urer
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Andere Ansatze: Quine-McCluskey-Algorithmus Universitét Bamberg  5¢

KV-Diagramme sind fur Funktionen mit mehr als n=4 Variablen
untbersichtlich!

Wie bestimmen wir Minimalpolynome fur
f:{0,1}r — {0,1} far gréBeres n? =Wir suchen einen Algorithmus:

Algorithmus von Quine-McCluskey

Eingabe Lo: Liste aller Minterme zu einschlagigen Indizes von f
Ausgabe PIl: Menge aller Primimplikanten zu f
ine- luskey Teil 1:
1. i:=0; PIl:=@ ‘ﬁﬁn%gg Prim'?:np“kamen
2. Solange Li # @ { -
3. Liv1 := {m | dx: {m*x,m*/x} € Li} (Resolution)
4. PI := PI u {m € Li | m hat keine echte Verkirzung in Li+1}
5. i =1+ 1
6. }
/. Ausgabe PI
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Beispiel PI-Berechnung mit Quine-McCluskey Universitat Bamberg

1. 1:=0; Pl:=2

2. Solange Li # @ {

3. Liv1 := {m | dx: {m*x,m*/x} € Li} (Resolution)

4. PI := PI u {m € Li | m hat keine echte Verkirzung in Li+1}
5. i =i+ 1

6. }

/. Ausgabe PI

Lo = { /X1*/X2* X3*/Xa, /X1*/X2*X3*Xa, /X1*X2*/X3*Xa, /X1*X2*¥X3*Xa,
X1¥/X2*/X3* Xa, X1*/X2*X3*Xa, X1*X2*X3*Xa, X1*¥X2*¥X3*X4 }

L1 = { /X1*/X2*X3,(/X1*X3*X4D /X2*/X3*Xa, [/X1*X2*Xa,
X2*¥X3* /X4, X1*/X2*X4,CX1*X3*X4D X1*¥X2*X3 }

Lo = { X3*X4 }
s = @

Pl = { /X1*/X2*X3, /X1*X2*X4, X1*/X2*X4, X1*X2*X3, X3*X4 }
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Eine seltsame Schaltung... Universitt Bamberg

Bisher haben wir Schaltungen entworfen, die Daten von
"links" nach "rechts" weiterleiten: Schaltnetze

« Was macht diese Schaltung?

Iq - q
1 1 q

» Kein Eingang, aber Ruckkopplung: bistabile Schaltung
 Allgemein: Schaltwerk
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Analyse der bistabilen Grundschaltung  uniersica samberg

* Wir betrachten zwei Moglichkeiten

01 10
e q=0:dann/q=1und q=0 }q

e Konsistent und stabill

*q=1:dann/q=0und q =1 1 T
. Konsistent und stabil 10 01

 Die bistabile Schaltung hat n=2 stabile Zustande:
« Sie speichert ein Bit (logz2n) in q (oder /q) — 0 oder 1

* Aber: bisher kein Eingang
* Wie konnen wir den Zustand beeinflussen?
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SR-Latch (Setzen/Rucksetzen) Univrsiat Bamberg £ i

* Eingange zum
« Setzen (s) und

» Rucksetzen (r) r - q
des Wertes ¢
« Wir betrachten die vier Falle: \
>=1 lq

. s=0,r=1 S
l.s=1,r=0
Hl.s=1,r=1
IVs=0,r=0
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Analyse SR-Latch: s =0,r=1 (Fall )  uvnvesitsamberg

es=0,r=1

* Mindestens ein Eingang von
NOR1 (r) hat den Wert 1
« NOR1 erzeugt also auf jeden
Fall eine 0 am Ausgang q

» Beide Eingange (s und q) von
NOR2 sind 0
e Damit wird eine 1 an

Ausgang /q erzeugt 0 0 1
0 1 0
1 0 0
1 1 0
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Analyse SR-Latch: s =1, r=0 (Fall [1)  univesiazambers £ 888

es=1,r=0
0 NORf
* Die Eingange von NOR1 sind
0 (r) und /q:

« Da wir den Wert von /g noch
nicht kennen, konnen wir den \
Wert von Ausgang q noch nicht >=1 I
bestimmen S

1 NOR2

 An NORZ2 liegt mindestens ein Eingang auf 1 (s) x y NOR
und erzeugt damit eine 0 an Ausgang /q: ol ol 1
 Wenn wir nun NOR1 noch einmal betrachten, , ,
sehen wir, dass beide Eingange den Wert O o | o
haben, also hat der Ausgang q den Wert 1 PR

—_—
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Analyse SR-Latch: s =1, r=1 (Fall [ll)  vnivesiazameers £ g8

es=1,r=1
1 NorR1
» Beide NOR-Gatter NOR1 und r - q
NORZ2 haben mindestens einen
Eingang auf dem Wert 1 (r bzw. s)
« Damit erzeugen beide NOR- =1 0 q
Gatter den Ausgabewert0 anq 1 Norz
bzw. /q
- Xy NoR
« Das Verhalten ist definiert, aber 0 0 1
wenig sinnvoll — gleichzeitig soll 0 1 0
das Latch gesetzt und 1 0 0
zurtickgesetzt werden... 1 1 0
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Analyse SR_LatCh: S o O, r == O (Fa” IV) Universitdt Bamberg 50 )

NOR1
 NOR1 hat Eingange 0 (r) und /q: ' >=1 q
« Da wir den Wert von /q noch nicht
kennen, konnen wir den Wert an
Ausgang q noch nicht bestimmen ‘
>=1 lq
« NOR2 hat Eingangswerte 0 (s)undq S
NOR2

* Da wir den Wert von q noch nicht
kennen, konnen wir den Wert an
Ausgang /q noch nicht bestimmen...

Problem: ahnlich zu den uber Kreuz verbundenen Invertern!
Wir wissen aber, dass g entweder den Wert 0 oder 1 haben muss
und konnen das Problem fur beide Falle analysieren!
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Problemzustand: r=0, s=0, q=0 (Fall IVa) vnveritat samberg

r=0,s=0undq=0
0 NOR1

0
» Sowohl s als auch q sind 0 ' - q
* Also erzeugt NOR2 den Wert 1
an Ausgang /q |
>=1 1 lq
* Damit erhalt NOR1 eine 1 an ’ 0 NOR2
Eingang /q — also hat der Ausgang
q von NOR1 den Wert 0, wie vorher x y NOR
angenommen! o 0 1
V 0 1 0
1 0 0
1 1 0
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Problemzustand: r=0, s=0, q=1 (Fall IVb) uriesiteamsers /&8

r=0,s=0undq=1

0 NOR1 1
« Da q den Wert 1 hat, erzeugt NOR2 ' - q
eine 0 an Ausgang /q
» Beide Eingange (r und /q) von NOR1 |
sind auf dem Wert 0 . > P o a
0 NOR2
« Damit erhalt NOR1 jeweils eine 0 an
Eingang r und /q — also hat der Ausgang x y NOR
q von NOR1 den Wert 1, wie vorher o 0 1
angenommen! 0 1 0
v ol
1 1 0
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Problemzustand... war keiner! st Bk

e Zusammengefasst:
0 NOR1

 Wir nehmen an, q hat vor unserer
Betrachtung einen bekannten
Wert qprev (0O oder 1), der den
Zustand des Systems beschreibt

>=1 lq

 WWenn nun r und s beide den 0 NOR2
Wert 0 haben, dann speichert

q diesen vorherigen Wert qprev -----

und /q ist dessen Komplement 0 Qorev /ey
I 0 1 0 1
* Diese Schaltung ist ein Speicher! 10 10

[ 1 1 0 0
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SChaItplanSymbOI fur SR_LatCh Universitdt Bamberg ‘:&o S

« SR steht fur Setzen/Rucksetzen

« Zwei unterscheidbare Zustande T
an q: 0 und 1 —1s_fa—
* Speichert also ein Bit (log22)
Zustand in q

* Festlegen des gespeicherten Wertes mit Eingangen s und r:
e setzen (set): setze Ausgang auf 1 (s=1, r=0, g=1)
e rucksetzen (reset): zuricksetzen des Ausgangs auf 0
(s=0, r=1, g=0)

 lllegalen Zustand vermeiden: es darf niemals s =r = 1 sein!

GRABS 3 — Minimierung und EAs | Sommer 2025 | Michael Engel | Lehrstuhl fur Praktische Informatik, insbes. Systemnahe Programmierung 29



Ist das SR-Latch ein sinnvoller Speicher? unersissamer &4

Das SR-Latch ist unschon zu verwenden, da es sich seltsam
verhalt, wenn s und r gleichzeitig auf 1 gesetzt sind

Zudem vermischen die s- und r-Eingange die Angaben...
« was geandert werden soll (neuer Wert)

und
« wann der Wert geandert werden soll (Zeitpunkt)

* Das Setzen eines der Eingange auf 1 bestimmt also nicht
nur, welchen Wert der neue Zustand haben soll, sondern
auch, zu welchem Zeitpunkt er sich andern soll

» Schaltkreise lassen sich einfacher entwerfen, wenn diese
beiden Aspekte getrennt sind
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Universitat Bamberg

Losung: D-Latch mit zwei Eingangen:

* Der Dateneingang d bestimmt den
Folgezustand

Schaltsymbol D-Latch
» Der Takteingang clk (clock) bestimmit,

wann der Zustand geandert werden soll

clk -------
rEjd_ & r qa—q Qprev  /Qprev

‘ s fa|—/a 1 /o 1 0 1 0 1
d 1/ 1 0o 1 0 1 0

X ="don’t care”:
Schaltung D-Latch ann 0 oder 1 sein! Wertetabelle D-Latch
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D—FI i pflop Universitidt Bamberg égo
5

* Es ist oft nutzlich, den Zustand nur zu einem bestimmten

Zeitpunkt zu andern. Dies kann das D-Flipflop (D-FF)
* Wenn clk = 0, dann ubernimmt das fuhrende Latch L1 Wert d an q

 Wenn clk = 1, dann ubernimmt das folgende Latch L2 den Ausgang
g von L1 an seinen Ausgang q

 Damit wird ein Wert an d von L1 erst bei einem
Ubergang 0—1 von clk an q von L2 ubernommen:

Ik
_CE_CT "flankengesteuert" (edge triggered)
clk clk ‘
d d q d q q V V
—d qr— —1 I
L1 Iq L2 Iq Iq
fiihrendes folgendes la —
Latch Latch Schaltsymbol

Schaltung D-Flipflop Schaltsymbol D-Flipflop  D-Flipflop (vereinfacht)
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Unterschied im Zeitdiagramm Univrsitit Bamberg

Wie unterscheiden sich D-Latch und D-Flipflop (D-FF)?

* Das D-FF ubernimmt neue Daten an g von Eingang d nur
an der steigenden Flanke des clk-Signals

* Der Ausgang q des D-Latch ubernimmt dagegen neue
Daten von d, solange clk = 1 ist

1 R ,
, o s _/
1
D
2 / \/
" e y 0
1 Q (flop)
0

Zeit
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Reg ISter Universitat Bamberg ¢

Wie kénnen wir mehrere Bits speichern? ¢!l mehralsein =
Bit "mitfahrt” & g

 Parallelschaltung von Flipflops: Register =0

clk
ds.0o und qs:0 werden’auch

go—ldlql—q (4 Bitbreiter) Bus genannt

clk

d2—d|q—aq2

V
ds:0 = == 0]3:0

Vv 4 4\
di —{d|gF—as

Busse werden in Schaltplanen oft
mit breiteren Linien dargestellt

do—{d gq—qo

Schaltsymbol 4 Bit-Register
Schaltsymbol 4 Bit-Register (vereinfacht)
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Universitat Bamberg  &f

Weitere Flipflops

Es gibt viele verschiedene Arten von Flipflops, z.B. auch:

- Aktivierbares (enabled) Flipflop: en kontrolliert Ubernahme

en cl‘k c'i( Tn ‘
d q en
V
d 1 —d ql— ‘

« Zurucksetzbares Flipflop: auf 0 (synchron) zurucksetzbar

I
I \Y V

& d qfI— reset r

Ireset —
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Spald mit Ruckkopplungen... Univers Bamberg £ )

« Was macht diese Schaltung?
Ly

« Sei x anfanglich =0. Dannisty =1,z =0, und dann x = 1
* Dies ist inkonsistent zu unserer ursprunglichen Annahme!
« Schaltung ist instabil (astabil):
es ex. kein stabiler Zustand X
 Zeitverhalten von Propagationszeit
der Inverter abhangig
 Jeder Knoten schwingt zwischen 0 -
und 1: Ringoszillator 01234567 8Time(ns)
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Entwurf synchroner Schaltungen Universiat Bamberg

Wir verwenden synchrone Schaltwerke

* Probleme mit Ruckkopplungen (Ringosz.) vermeiden!

* Vorgabe eines Takts erleichtert Schaltungsentwurtf

« Taktdauer (= 1/Taktfrequenz) muss grof3er als langste
Verzogerung in kombinatorischen Teilschaltungen sein

Regeln fur den Entwurf synchroner Schaltwerke:

« Jedes Schaltungselement ist entweder ein Register oder
ein kombinatorisches Schaltnetz

« Mindestens ein Schaltungselement ist ein Register

* Alle Register werden mit dem selben Taktsignal versorgt

 Jeder ruckgekoppelte Pfad enthalt mindestens ein Register

GRABS 3 — Minimierung und EAs | Sommer 2025 | Michael Engel | Lehrstuhl fur Praktische Informatik, insbes. Systemnahe Programmierung 37



Endliche Automaten Universitit Bamberg

Synchroner Schaltwerke lassen sich durch Endliche
Automaten (EA) (finite state machines, FSM) beschreiben

* Englische Bezeichnung FSM, weil eine Schaltung mit k Bit
Registern sich in einem einer endlichen Anzahl (2k) von
unterscheidbaren Zustanden befindet

« Ein EA hat m Eingange, n Ausgange und k Bits Zustand

« Er erhalt auch einen Takt und optional ein Reset-Signal

* Ein EA besteht aus zwei Blocken kombinatorischer Logik,
der Folgezustandslogik (next state) und der Ausgabelogik
(output), und einem Register, das den Zustand speichert

 Bei jeder (positiven) Taktflanke nimmt der EA den
Folgezustand an, der basierend auf aktuellem Zustand und
aktuellen Eingaben berechnet wurde
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Endliche Automaten Universitat Barmberg ;i

Es existieren zwei grundsatzliche Strukturen fur EAs:

* Moore-Automat: "y

* Ausgabe des M () ke ok W
. inputs state , state , state outpu
Automaten hangt e ’:l e I 7 i ogi ‘-H“tputs

nur vom aktuellen
Zustand ab

* Mealy-Automat:
* Ausgabe des
Automaten hangt . oK
vom aktuellen nputs 4—4 e I,/k oo ] [ o e | 3
Zustand und der "
aktuellen Eingabe ab
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Beispiel: EA fur Ampel

Universitdt Bamberg g

Das klassische Beispiel: Ampelsteuerung éu ok
o LB
* (Amerikanische™) Ampeln La, Lg fur Lag ! "
horizontale und vertikale Fahrtrichtung Academic (Ta) Ave.
« Zusatzlich Verkehrssensoren Ta, Tg fur Labs LB LIRS
horizontale und vertikale Fahrtrichtung 2] P
» Der Takt hat eine Periode von 5 Sekunden = | Fields
» Bei jeden "Tick" des Takts (steigende Flanke)
konnen die Ampeln auf Basis der Sensordaten "
umschalten
- Sensoren T, Ty liefern Werte 1 oder0 ™ A
« Ampeln Lj, L, haben Farbe rot/gelb/grun Ts Controller | —— Le
« Zusatzlich: Reset-Signal |
« Aufgabe: EA fur Ampelsteuerung bauen Reset

* keine Gelb-Rot-Phase — macht den Entwurf einfacher...
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Beschreibung Endlicher Automaten Universiat Bamberg

Beschreibung des EA-Verhaltens durch
Zustandsubergangsgraph bzw. -tabelle

L,: yellow

 Moore-Automaten:
Ausgangswerte den Zustanden
zuordnen:

« Zustande: Kreise (Knoten)

» Ubergange: Pfeile (Kanten) S0 o

SO 1 X SO

Mealy-Automaten benotigen eine St X X 52
kombinierte Zustands-/Eingangs-/ = s 0 83
Ausgabetabelle (bzw. den z i )1( :2

entsprechenden Graphen)
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Beschreibung Endlicher Automaten Universiat Bamberg

Zur Realisierung der Schaltung des EA

mussen die abstrakten Zustande S0-S3 --
und die Ausgabewerte rot/gelb/grun noch U 00
Bitkombinationen zugeordnet werden S v

S2 10

S3 11

e Zustandscodierung
« definiert eindeutige Binardarstellung
fur jeden Zustand

Zustandscodierung

Reset

e Codierung der
Ausgabewerte
* legt fest, welche
Bitkombinationen am
Ausgang anliegen sollen
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Schaltungsumsetzung des EA Universitt Bamberg

CLK

|
i M next N
Fir den Entwurf der inputs%—y_' o }/‘ s (M5 s | ounut L oo
logic

realen Schaltung mussen

die beiden (kombinatorischen)
Schaltnetze fur den Folgezustand und die Ausgabe
entworfen werden

* Dazu schreiben wir die Zustandsubergangstabelle um,

iIndem wir Zustande durch ihre
binare Codierung ersetzen _

Es ergibt sich damit:

e S’ =/S51S0+ S1/So/Te+ S1/So T8
e S'o=/S1/So/Ta+ S1/So/Ts

-~ O O -~ O O
X = o X X X
o O =~ O O -~

X X X X =~ O
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Schaltungsumsetzung des EA Universitt Bamberg

CLK

I
I I inputs i next k gtz)ﬁe . output N
* Nun schreiben wir noch ™ sate 11 / uout s outputs

die Ausgabecodierung um,
indem wir Ausgabewerte 8

durch ihre binare -- Lyt

Codierung ersetzen griin 00
gelb 01
Es ergibt sich: rot 10
Ausgabecodierung
e La1 = 5S¢
* Lao =/S1S0 _--
’ LB1 = /81 0 0 0 0 1 0
* Leo = S150 0 ’ 0 : : 0
1 0 1 0 0 0
1 1 1 0 0 1
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Schaltung des Ampelsteuerungs-EA Uriversitét Bamberg

clk La1
S’ \I/ S1
- Lao
&

._ &

Ta = . S’ r So_. o—| - Le1
@
Ts *—Q ¢ = reslet o— . LBo
So *
S
S’1 =/S1So+ S1/So/Te + S1/SoTs La1 = S+
= /S1So + S1/Sp = S1@S0 Lao = /S1So0

S'o=/S1/So/Ta+ S1/So/Ts L1 = /S1

Leo = S1S0
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Zustandscodierung in EA Universitit Barmberg

« Gesehen: binar
« z.B. mit den Werten 00, 01, 10, 11 fur vier Zustande

* Auch moglich: 1-aus-N-Code ("one-hot")
* Ein Zustandsbit pro Zustand
« Zu jedem Zeitpunkt ist genau ein Zustandsbit gesetzt
- z.B. als 0001, 0010, 0100, 1000 fur vier Zustande
« Benotigt mehr Flipflops...
« aber Zustandsubergangs- und Ausgangslogiken sind
oft kleiner
e und schneller
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