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Logikfunktionen und Boolesche Algebra

Verknüpfungen binärer Variablen lassen sich strukturieren: 

Seien n, m ∈ ℕ  
Eine Funktion f: Bn → Bm heißt boolesche Funktion 

• Bn = Menge aller n-stelligen Tupel über B = { 0, 1 } 
• Beispiel: B2 = {(0, 0), (0, 1), (1, 0), (1, 1)} 

Boolesche Funktion f: Bn → Bm als Wertetabelle darstellbar 
mit |Bn| = 2n Zeilen und |Bm| = 2m Möglichkeiten je Zeile 
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Alle Boolesche Funktionen f:B2 → B

Es existieren 16 verschiedene Boolesche Funktionen f0…f15 
f:B2 → B mit 2 Eingabewerten und einem Ausgabewert:

x 0 0 1 1
y 0 1 0 1
f0 0 0 0 0 Nullfunktion 0
f1 0 0 0 1 UND *
f2 0 0 1 0
f3 0 0 1 1 Projektion x
f4 0 1 0 0
f5 0 1 0 1 Projektion y
f6 0 1 1 0 XOR
f7 0 1 1 1 ODER +

x 0 0 1 1
y 0 1 0 1
f8 1 0 0 0 NOR
f9 1 0 0 1 Äquivalenz ≡
f10 1 0 1 0 Negation /y
f11 1 0 1 1
f12 1 1 0 0 Negation /x
f13 1 1 0 1 Implikation ⇒
f14 1 1 1 0 NAND
f15 1 1 1 1 Einsfunktion 1
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Index und Minterme

Darstellung boolescher Funktionen  
als Wertetabelle: 

oder Wertevektor bei fester Index-Reihenfolge: f6 = (0,1,1,0) 

Definition: Die boolesche Funktion,  
für die nur der Index i einschlägig ist,  
heißt Minterm zum Index i 

Ein Minterm ist nur mit Negationen (/) 

und Konjunktionen (*) darstellbar:         

 
und dann Konjunktion all dieser Literale (= [negierte] Variable)

xj = {
0 ↝ /xj

1 ↝ xj

x y f6
0 0 0
0 1 1
1 0 1
1 1 0

Index x y f6
0 0 0 0 nicht einschlägig
1 0 1 1 einschlägig
2 1 0 1 einschlägig
3 1 1 0 nicht einschlägig
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Normalformen

Die Darstellung von f als Disjunktion (ODER, +) all ihrer Minterme 
zu einschlägigen Indizes heißt disjunktive Normalform (DNF) 

Beispiel: 

DNF von f6: /x * y + x * /y 

Jede boolesche Funktion f: Bn → B ist nur mittels Konjunktion, 
Disjunktion und Negation darstellbar (z. B. durch ihre DNF) 

Dies wird auch als "funktional vollständig" bezeichnet 

Index x y f6 Minterm
0 0 0 0 /x * /y
1 0 1 1 /x *  y
2 1 0 1  x * /y
3 1 1 0  x *  y

Vorrang- (Präzedenz-)regel: 
"Punkt vor Strich"
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Wie erhält man eine Schaltung aus einer Wertetabelle?

Die Wertetabelle für den Volladdierer beschreibt zwei 
boolesche Funktionen f: B3 → B – s und cout:

Strukturierte Schaltungssynthese

a b cin s cout

0 0 0 0 0
0 0 1 1 0
0 1 0 1 0
0 1 1 0 1
1 0 0 1 0
1 0 1 0 1
1 1 0 0 1
1 1 1 1 1

=1
a
b

cin

cout

s=1

>=1

&

&

?
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Die Tabelle enthält zwei Funktionen – s und cout
Für die Summe:

Schaltungssynthese

a b cin s cout

0 0 0 0 0
0 0 1 1 0
0 1 0 1 0
0 1 1 0 1
1 0 0 1 0
1 0 1 0 1
1 1 0 0 1
1 1 1 1 1

Wir betrachten nur Zeilen mit 
einschlägigen Indizes und 
stellen den Minterm für jede 
dieser Zeilen auf:

a b cin s

0 0 1 1

0 1 0 1

1 0 0 1

1 1 1 1

s1 = /a * /b *  cin

s2 = /a *  b * /cin

s3 =  a * /b * /cin

s4 =  a *  b *  cin

Wertetabelle des Volladdierers  
aus Vorlesung 2
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Schaltungssynthese

Vorgehensweise: 
 
Eingangsvariablen mit UND 
verknüpfen erzeugt Minterm 

• Wenn Eingangsvariable = 0: 
Variable invertieren 

• Wenn Eingangsvariable = 1: 
Variable unverändert 
verwenden

a b cin s

0 0 1 1

0 1 0 1

1 0 0 1

1 1 1 1

s1 = /a * /b *  cin

s2 = /a *  b * /cin

s3 =  a * /b * /cin

s4 =  a *  b *  cin

Die vier Zeilen sind die einzigen, die eine "1" an s ergeben 
Damit können wir die Terme s1…s4 mit ODER zur DNF verbinden:

s = s1 + s2 + s3 + s4 =     (/a * /b *  cin) + (/a *   b * /cin)  
                                    + ( a * /b * /cin) + ( a *   b *  cin)
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Die erhaltenen Schaltungen sind korrekt, aber nicht optimal  
(d.h. sie verwenden mehr als eine minimal mögliche Anzahl von 
Gattern für die gegebene Funktion)

Schaltungsminimierung

s = (/a * /b *  cin) + (/a *   b * /cin)  
   + ( a * /b * /cin) + ( a *   b *  cin)

=1
a
b

cin

cout

s=1

>=1

&

&

s = (a ⊕ b) ⊕ cin

&

/a
/b

/cin

&

&

&

s>=1

a
b

cin

1

1
1

/a * /b * cin

/a * b * cin

a * /b * /cin

a * b * cin
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Für Verknüpfungen boolescher Variablen x,y,z können wir 
Rechenregeln bestimmen (hier ohne Beweise):

Kommutativität:     x*y = y*x, x+y = y+x
Assoziativität:        (x*y)*z = x*(y*z), (x+y)+z = x+(y+z)
Distributivität:        x*(y+z)=(x*y)+(x*z), x+(y*z) = (x+y)*(x+z)
Neutralelemente:   x+0 = x, x*1 = x  
Nullelemente:         x+1 = 1, x*0 = 0
Idempotenz:           x = x+x, x = x*x
Involution:              x = //x 
Absorption:            (x+y)*x = x, (x*y)+x = x
Resolution:             (x+y)*(/x+y) = y, (x*y)+(/x*y) = y 
Komplementarität: x+(y*/y) = x, x*(y+/y) = x
deMorgan:               /(x+y) = x*y, /(x*y) = x+y

Algebraische Vereinfachung von Schaltungen
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Mit den Rechenregeln können z.B. redundante Ausdrücke 
eliminiert werden

Algebraische Vereinfachung von Schaltungen

Beispiel: 
  
f: {0, 1}4 → {0, 1} mit Wertevektor (1,0,1,0,1,0,1,0,1,1,1,1,0,0,0,0) 

Minterm zu i ist Funktion mi: {0, 1}4 → {0, 1} mit  
mi(x1,x2,x3,x4) = 1 ⇔ (x1 x2 x3 x4)2 = i (Index in Binärschreibweise = i) 

Also ist für i=2: m2(x1,x2,x3,x4) = /x1*/x2*x3*/x4 

da:        /x1*/x2*x3*/x4 =1 
        ⇔ (x1=0)∧(x2=0)∧(x3=1)∧(x4=0) ⇔ (x1x2x3x4)2 = 00102 = 210
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Algebraische Vereinfachung von Schaltungen

f: {0, 1}4 → {0, 1} mit Wertevektor (1,0,1,0,1,0,1,0,1,1,1,1,0,0,0,0) 

Entsprechende DNF: 
f(x1,x2,x3,x4) = /x1*/x2*/x3*/x4 + /x1*/x2*x3*/x4 + /x1*x2*/x3*/x4 + /x1*x2*x3*/x4  

                               + x1*/x2*/x3*/x4 + x1*/x2*/x3*x4 + x1*/x2*x3*/x4 + x1*/x2*x3*x4

f(x1,x2,x3,x4) = /x1*/x2*/x3*/x4 + /x1*/x2*x3*/x4 + /x1*x2*/x3*/x4 + /x1*x2*x3*/x4  

                               + x1*/x2*/x3*/x4 + x1*/x2*/x3*x4 + x1*/x2*x3*/x4 + x1*/x2*x3*x4 

Vereinfachen: 
/x1*/x2*/x3*/x4 + /x1*/x2*x3*/x4 = /x1*/x2*/x4 

/x1*x2*/x3*/x4 + /x1*x2*x3*/x4 = /x1*x2*/x4 

 
…und so weiter! 

Damit: f(x1,x2,x3,x4) = /x1*/x2*/x4 + /x1*x2*/x4 + x1*/x2*/x3 + x1*/x2*x3

Resolution: (x+y)*(/x+y) = y, (x*y)+(/x*y) = y
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Algebraische Vereinfachung von Schaltungen

Resolution: (x+y)*(/x+y) = y, (x*y)+(/x*y) = y

f(x1,x2,x3,x4) = /x1*/x2*/x4 + /x1*x2*/x4 + x1*/x2*/x3 + x1*/x2*x3 

Können wir weiter vereinfachen? 

/x1*/x2*/x4 + /x1*x2*/x4  = /x1*/x4 

x1*/x2*/x3 + x1*/x2*x3 = x1*/x2  

Damit ergibt sich die vereinfachte Funktion: 

f(x1,x2,x3,x4) = /x1*/x4 + x1*/x2 

Zum Vergleich: ursprüngliche DNF: 
f(x1,x2,x3,x4) = /x1*/x2*/x3*/x4 + /x1*/x2*x3*/x4 + /x1*x2*/x3*/x4 + /x1*x2*x3*/x4  

                                + x1*/x2*/x3*/x4 + x1*/x2*/x3*x4 + x1*/x2*x3*/x4 + x1*/x2*x3*x4 

…aber: Algebraische Vereinfachung ist extrem aufwendig!
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Verwendet für Schaltungen mit kleiner Anzahl Eingangsvariable:
systematischer, anschaulicher und viel übersichtlicherer Weg, um 
Funktionen f: {0,1}3 → {0, 1} und f: {0,1}4 → {0,1} zu vereinfachen

Idee: Nachbarschaften, d.h. Variablenbelegungen unterscheiden 
sich nur in einer Stelle

Karnaugh-Veitch (KV)-Diagramme

Bei Interesse mehr dazu: 

Slomka/Glaß [1] Kap. 3.3.4
Achtung: Fehler im Buch!
Beispiel 3.3.2 auf S. 168 muss lauten:
s(x1,x2,x3)=/x1*/x2*x3 + /x1*x2*/x3 + x1*/x2*/x3 + x1*x2*x3

KV-Diagramm für f : {0, 1}4 → {0, 1}

Nachbarschaften, d.h. Variablenbelegungen unterscheiden sich nur
in einer Stelle

00

01

11

10

00 01 11 10

x1 x2

x3 x4

Hinweis: Nicht alle möglichen Nachbarschaften gezeigt!

26/46

Hinweis: Nicht alle möglichen Nachbarschaften gezeigt!

Blau markiert:  
(x1 x2 x3 x4) = 0001, also /x1*/x2*/x3*x4  

Nachbarn in grün:
0000 = /x1*/x2*/x3*/x4
0101 = /x1*x2*/x3*x4
1001 =  x1*/x2*/x3*x4
0011 = /x1*/x2* x3*x4
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Beispiel: KV-Diagramm für 
f: {0, 1}4 → {0, 1} mit Wertevektor (1,0,1,0,1,0,1,0,1,1,1,1,0,0,0,0) 
(Beispielfunktion wie bei arithm. Optimierung gesehen)

Karnaugh-Veitch (KV)-Diagramme

x1 x2 x3 x4 f(x1,x2,x3,x4)

0 0 0 0 1
⦙ ⦙

1 0 1 1 1
⦙ ⦙

1 1 1 1 0

Nullen weglassen 
für mehr Übersichtlichkeit… 

Was fällt bei der Variablenbelegung auf? Warum ist das so? 
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Beispiel: KV-Diagramm für 
f: {0, 1}4 → {0, 1}

Karnaugh-Veitch (KV)-Diagramme

KV-Diagramm für Beispielfunktion
f : {0, 1}4 → {0, 1}

00

01

11

10

00 01 11 10

x1 x2

x3 x4

1 1 1

1

1

1 1 1

Suche alle größten Rechtecke mit Zweierpotenzlänge.
Bilde für jedes Rechteck passendes Monom.

x1 = 1, x2 = 0 ⇒ x1 x2

x1 = 0, x4 = 0 ⇒ x1 x4

x2 = 0, x4 = 0 ⇒ x2 x4

Decke alle Einsen durch sparsame Rechteckauswahl ab.
Bilde f als Disjunktion der korrespondierenden Monome.

f (x1, x2, x3, x4)
= x1 x2 ∨ x1 x4

28/46

1.Suche alle größten Rechtecke mit Zweierpotenzlänge 
2.Bilde für jedes Rechteck passendes Monom
3.Decke alle Einsen durch sparsame Rechteckauswahl ab 
4.Bilde f als Disjunktion der korrespondierenden Monome

x1 = 1, x2 = 0 ⇒ x1*/x2

x1 = 0, x4 = 0 ⇒ /x1*/x4

x2 = 0, x4 = 0 ⇒ /x2*/x4

f(x1,x2,x3,x4) = /x1*/x4 + x1*/x2 
                         ( + /x2*/x4 ) 

Der rot markierte Term 
/x2*/x4 ist redundant,  
da bereits alle 1en von  
den ersten beiden 
Termen abgedeckt 
wurden!
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KV-Diagramme sind für Funktionen mit mehr als n=4 Variablen 
unübersichtlich!

Wie bestimmen wir Minimalpolynome für  
f: {0,1}n → {0,1} für größeres n? ⇒Wir suchen einen Algorithmus: 
Algorithmus von Quine-McCluskey

Andere Ansätze: Quine-McCluskey-Algorithmus

Eingabe  L0: Liste aller Minterme zu einschlägigen Indizes von f 
Ausgabe PI: Menge aller Primimplikanten zu f 

1. i:=0; PI:=∅  
2. Solange Li ≠ ∅ { 
3.   Li+1 := {m | ∃x: {m*x,m*/x} ⊆ Li} (Resolution)  
4.   PI := PI ∪ {m ∈ Li | m hat keine echte Verkürzung in Li+1} 
5.   i  := i + 1 
6. } 
7. Ausgabe PI

Quine-McCluskey Teil 1: 

Finden von Primimplikanten
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Beispiel PI-Berechnung mit Quine-McCluskey

1. i:=0; PI:=∅  
2. Solange Li ≠ ∅ { 
3.   Li+1 := {m | ∃x: {m*x,m*/x} ⊆ Li} (Resolution)  
4.   PI := PI ∪ {m ∈ Li | m hat keine echte Verkürzung in Li+1} 
5.   i  := i + 1 
6. } 
7. Ausgabe PI

PI = { /x1*/x2*x3, /x1*x2*x4, x1*/x2*x4, x1*x2*x3, x3*x4 }

L0 = { /x1*/x2* x3*/x4, /x1*/x2*x3*x4, /x1*x2*/x3*x4, /x1*x2*x3*x4, 
           x1*/x2*/x3* x4, x1*/x2*x3*x4,  x1*x2*x3*x4,   x1*x2*x3*x4 }

L1 = { /x1*/x2*x3, /x1*x3*x4, /x2*/x3*x4, /x1*x2*x4, 
           x2*x3*/x4, x1*/x2*x4,  x1*x3*x4,   x1*x2*x3 }

L2 = { x3*x4 }

L3 = ∅
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Eine seltsame Schaltung…

Bisher haben wir Schaltungen entworfen, die Daten von 
"links" nach "rechts" weiterleiten: Schaltnetze 

• Was macht diese Schaltung?

q11

/q
1

1

• Kein Eingang, aber Rückkopplung: bistabile Schaltung 
• Allgemein: Schaltwerk

q

/q
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Analyse der bistabilen Grundschaltung

q

/q

• Wir betrachten zwei Möglichkeiten 

• q = 0: dann /q = 1 und q = 0 
• Konsistent und stabil 

• q = 1: dann /q = 0 und q = 1 
• Konsistent und stabil

• Die bistabile Schaltung hat n=2 stabile Zustände: 
• Sie speichert ein Bit (log2n) in q (oder /q) – 0 oder 1 

• Aber: bisher kein Eingang 
• Wie können wir den Zustand beeinflussen?

0

0 1

1 1

1 0

0
1

1
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SR-Latch (Setzen/Rücksetzen)

>=1

q

/q

• Eingänge zum  
• Setzen (s) und 
• Rücksetzen (r)  

des Wertes q 

• Wir betrachten die vier Fälle: 

I. s = 0, r = 1 
II. s = 1, r = 0 
III.s = 1, r = 1 
IV.s = 0, r = 0

r

s

>=1
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Analyse SR-Latch: s = 0, r = 1 (Fall I)

>=1

q

/q

• s = 0, r = 1

r

s

>=1• Mindestens ein Eingang von 
NOR1 (r) hat den Wert 1 
• NOR1 erzeugt also auf jeden 

Fall eine 0 am Ausgang q 

• Beide Eingänge (s und q) von 
NOR2 sind 0 
• Damit wird eine 1 an 

Ausgang /q erzeugt 

NOR1

NOR2

1

0

0

1

x y NOR

0 0 1

0 1 0

1 0 0

1 1 0
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Analyse SR-Latch: s = 1, r = 0 (Fall II)

>=1

q

/q

• s = 1, r = 0

r

s

>=1
• Die Eingänge von NOR1 sind  

0 (r) und /q:  
• Da wir den Wert von /q noch  

nicht kennen, können wir den  
Wert von Ausgang q noch nicht  
bestimmen  

• An NOR2 liegt mindestens ein Eingang auf 1 (s) 
und erzeugt damit eine 0 an Ausgang /q:  
• Wenn wir nun NOR1 noch einmal betrachten, 

sehen wir, dass beide Eingänge den Wert 0 
haben, also hat der Ausgang q den Wert 1

NOR1

NOR2

0

1

?

0

1

x y NOR

0 0 1

0 1 0

1 0 0

1 1 0
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Analyse SR-Latch: s = 1, r = 1 (Fall III)

>=1

q

/q

• s = 1, r = 1

r

s

>=1• Beide NOR-Gatter NOR1 und 
NOR2 haben mindestens einen 
Eingang auf dem Wert 1 (r bzw. s) 

• Damit erzeugen beide NOR-
Gatter den Ausgabewert 0 an q 
bzw. /q 

• Das Verhalten ist definiert, aber  
wenig sinnvoll – gleichzeitig soll 
das Latch gesetzt und 
zurückgesetzt werden…

NOR1

NOR2

x y NOR

0 0 1

0 1 0

1 0 0

1 1 0

1

1

0

0
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Analyse SR-Latch: s = 0, r = 0 (Fall IV)

>=1

q

/q

r

s

>=1

• s = 0, r = 0 

• NOR1 hat Eingänge 0 (r) und /q:  
• Da wir den Wert von /q noch nicht  

kennen, können wir den Wert an 
Ausgang q noch nicht bestimmen 

• NOR2 hat Eingangswerte 0 (s) und q 
• Da wir den Wert von q noch nicht  

kennen, können wir den Wert an 
Ausgang /q noch nicht bestimmen… 

• Problem: ähnlich zu den über Kreuz verbundenen Invertern! 
Wir wissen aber, dass q entweder den Wert 0 oder 1 haben muss 
und können das Problem für beide Fälle analysieren! 

NOR1

NOR2

⚡
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Problemzustand: r=0, s=0, q=0 (Fall IVa)

>=1

q

/q

r

s

• r = 0, s = 0 und q = 0 

• Sowohl s als auch q sind 0 

• Also erzeugt NOR2 den Wert 1  
an Ausgang /q 

• Damit erhält NOR1 eine 1 an  
Eingang /q – also hat der Ausgang 
q von NOR1 den Wert 0, wie vorher  
angenommen! 

>=1

NOR1

NOR2

0

0

0

1

x y NOR

0 0 1

0 1 0

1 0 0

1 1 0

✔︎
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Problemzustand: r=0, s=0, q=1 (Fall IVb)

>=1

q

/q

r

s

• r = 0, s = 0 und q = 1 

• Da q den Wert 1 hat, erzeugt NOR2 
eine 0 an Ausgang /q 

• Beide Eingänge (r und /q) von NOR1 
sind auf dem Wert 0 

• Damit erhält NOR1 jeweils eine 0 an  
Eingang r und /q – also hat der Ausgang 
q von NOR1 den Wert 1, wie vorher  
angenommen! 

>=1

NOR1

NOR2

0

0

1

0

✔︎

x y NOR

0 0 1

0 1 0

1 0 0

1 1 0
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Problemzustand… war keiner!

>=1

q

/q

r

s

• Zusammengefasst: 

• Wir nehmen an, q hat vor unserer 
Betrachtung einen bekannten  
Wert qprev (0 oder 1), der den 
Zustand des Systems beschreibt 

• Wenn nun r und s beide den  
Wert 0 haben, dann speichert  
q diesen vorherigen Wert qprev  
und /q ist dessen Komplement 

• Diese Schaltung ist ein Speicher! 

>=1

NOR1

NOR2

0

0

q

/q

Fall s r q /q

IV 0 0 qprev /qprev

I 0 1 0 1

II 1 0 1 0

III 1 1 0 0
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Schaltplansymbol für SR-Latch

qr

• SR steht für Setzen/Rücksetzen 

• Zwei unterscheidbare Zustände 
an q: 0 und 1 

• Speichert also ein Bit (log22) 
Zustand in q 

• Festlegen des gespeicherten Wertes mit Eingängen s und r: 
• setzen (set): setze Ausgang auf 1 (s=1, r=0, q=1) 
• rücksetzen (reset): zurücksetzen des Ausgangs auf 0 

(s=0, r=1, q=0) 

• Illegalen Zustand vermeiden: es darf niemals s = r = 1 sein!

s /q
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Ist das SR-Latch ein sinnvoller Speicher?

Das SR-Latch ist unschön zu verwenden, da es sich seltsam 
verhält, wenn s und r gleichzeitig auf 1 gesetzt sind 

Zudem vermischen die s- und r-Eingänge die Angaben…  
• was geändert werden soll (neuer Wert)  

und 
• wann der Wert geändert werden soll (Zeitpunkt) 

• Das Setzen eines der Eingänge auf 1 bestimmt also nicht 
nur, welchen Wert der neue Zustand haben soll, sondern 
auch, zu welchem Zeitpunkt er sich ändern soll 

• Schaltkreise lassen sich einfacher entwerfen, wenn diese 
beiden Aspekte getrennt sind 
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D-Latch

Lösung: D-Latch mit zwei Eingängen: 

• Der Dateneingang d bestimmt den  
Folgezustand 

• Der Takteingang clk (clock) bestimmt,  
wann der Zustand geändert werden soll

qr

s /q

&

& s

q

/q

r

d

clk
/d1

Schaltung D-Latch

qd

/q

Schaltsymbol D-Latch

clk

clk d /d s r q /q

0 X /X 0 0 qprev /qprev

1 0 1 0 1 0 1

1 1 0 1 0 1 0

Wertetabelle D-LatchX = "don’t care": 
kann 0 oder 1 sein!
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D-Flipflop

• Es ist oft nützlich, den Zustand nur zu einem bestimmten 
Zeitpunkt zu ändern. Dies kann das D-Flipflop (D-FF) 
• Wenn clk = 0, dann übernimmt das führende Latch L1 Wert d an q 
• Wenn clk = 1, dann übernimmt das folgende Latch L2 den Ausgang 

q von L1 an seinen Ausgang q 
• Damit wird ein Wert an d von L1 erst bei einem  

Übergang 0→1 von clk an q von L2 übernommen: 
                            
                                   "flankengesteuert" (edge triggered)

Schaltsymbol D-Flipflop

qd

L2 /q

clkclk

Schaltsymbol  
D-Flipflop (vereinfacht)Schaltung D-Flipflop

qd

L1 /q

clk

1

clk

d q

/q
qd

/q

v v

führendes 
Latch

folgendes 
Latch
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Unterschied im Zeitdiagramm

Wie unterscheiden sich D-Latch und D-Flipflop (D-FF)? 
• Das D-FF übernimmt neue Daten an q von Eingang d nur 

an der steigenden Flanke des clk-Signals 
• Der Ausgang q des D-Latch übernimmt dagegen neue 

Daten von d, solange clk = 1 ist

3 . 2 . 8 Putting It All Together

Latches and flip-flops are the fundamental building blocks of sequential
circuits. Remember that a D latch is level-sensitive, whereas a D flip-flop
is edge-triggered. The D latch is transparent when CLK= 1, allowing the
input D to flow through to the output Q. The D flip-flop copies D to Q
on the rising edge of CLK. At all other times, latches and flip-flops retain
their old state. A register is a bank of several D flip-flops that share a
common CLK signal.

Example 3.2 FLIP-FLOP AND LATCH COMPARISON

Ben Bitdiddle applies the D and CLK inputs shown in Figure 3.14 to a D latch and
a D flip-flop. Help him determine the output, Q, of each device.

Solution: Figure 3.15 shows the output waveforms, assuming a small delay forQ to
respond to input changes. The arrows indicate the cause of an output change. The
initial value of Q is unknown and could be 0 or 1, as indicated by the pair of hor-
izontal lines. First consider the latch. On the first rising edge of CLK, D= 0, so Q
definitely becomes 0. Each time D changes while CLK= 1, Q also follows. When
D changes while CLK= 0, it is ignored. Now consider the flip-flop. On each rising
edge of CLK, D is copied to Q. At all other times, Q retains its state.

CLK

D

Q (latch)

Q (flop)

Figure 3.14 Example waveforms

CLK

D

Q (latch)

Q (flop)

Figure 3.15 Solution waveforms
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Zeit

1

1

1

1

0

0

0

0
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Register

Wie können wir mehrere Bits speichern? 
• Parallelschaltung von Flipflops: Register

qd
v

qd
v

qd
v

qd
v

clk

d3

d2

d1

d0

q3

q2

q1

q0

v

clk

d3:0 q3:0/
4

/
4

Schaltsymbol 4 Bit-Register
Schaltsymbol 4 Bit-Register 

(vereinfacht)

d3:0 und q3:0 werden auch 
(4 Bit breiter) Bus genannt

🚌
…weil mehr als ein  

Bit "mitfährt" 😀

Busse werden in Schaltplänen oft  
mit breiteren Linien dargestellt



GRABS 3 – Minimierung und EAs | Sommer 2025 | Michael Engel | Lehrstuhl für Praktische Informatik, insbes. Systemnahe Programmierung 35

Weitere Flipflops

Es gibt viele verschiedene Arten von Flipflops, z.B. auch: 

• Aktivierbares (enabled) Flipflop: en kontrolliert Übernahme

qd
v v

• Zurücksetzbares Flipflop: auf 0 (synchron) zurücksetzbar

clk

q
d 1

0

en

qd
v

&

clk en

en
d q

qd
v

&d
/reset

clk
v
r

qd
v

reset
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Spaß mit Rückkopplungen…

• Was macht diese Schaltung?

q11 1
x y z

3.3 SYNCHRONOUS LOGIC DESIGN
In general, sequential circuits include all circuits that are not combinational—
that is, those whose output cannot be determined simply by looking at
the current inputs. Some sequential circuits are just plain kooky. This section
begins by examining some of those curious circuits. It then introduces the
notion of synchronous sequential circuits and the dynamic discipline. By dis-
ciplining ourselves to synchronous sequential circuits, we can develop easy,
systematic ways to analyze and design sequential systems.

3 . 3 . 1 Some Problematic Circuits

Example 3.3 ASTABLE CIRCUITS

Alyssa P. Hacker encounters three misbegotten inverters who have tied themselves
in a loop, as shown in Figure 3.16. The output of the third inverter is fed back
to the first inverter. Each inverter has a propagation delay of 1 ns. Help Alyssa
determine what the circuit does.

Solution: Suppose node X is initially 0. Then Y= 1, Z= 0, and hence X= 1, which
is inconsistent with our original assumption. The circuit has no stable states and is
said to be unstable or astable. Figure 3.17 shows the behavior of the circuit. If X
rises at time 0, Y will fall at 1 ns, Z will rise at 2 ns, and X will fall again at 3 ns.
In turn, Y will rise at 4 ns, Z will fall at 5 ns, and X will rise again at 6 ns, and
then the pattern will repeat. Each node oscillates between 0 and 1 with a period
(repetition time) of 6 ns. This circuit is called a ring oscillator.

The period of the ring oscillator depends on the propagation delay of each inver-
ter. This delay depends on how the inverter was manufactured, the power supply
voltage, and even the temperature. Therefore, the ring oscillator period is difficult
to accurately predict. In short, the ring oscillator is a sequential circuit with zero
inputs and one output that changes periodically.

Example 3.4 RACE CONDITIONS

Ben Bitdiddle designed a new D latch that he claims is better than the one in
Figure 3.7 because it uses fewer gates. He has written the truth table to find the

X Y Z

Figure 3.16 Three-inverter loop

X

Y

Z

Time (ns)0 1 2 3 4 5 6 7 8

Figure 3.17 Ring oscillator
waveforms

3.3 Synchronous Logic Design 119

• Sei x anfänglich = 0. Dann ist y = 1, z = 0, und dann x = 1  
• Dies ist inkonsistent zu unserer ursprünglichen Annahme! 
• Schaltung ist instabil (astabil): 

es ex. kein stabiler Zustand 
• Zeitverhalten von Propagationszeit  

der Inverter abhängig 
• Jeder Knoten schwingt zwischen 0 

und 1: Ringoszillator 



GRABS 3 – Minimierung und EAs | Sommer 2025 | Michael Engel | Lehrstuhl für Praktische Informatik, insbes. Systemnahe Programmierung 37

Entwurf synchroner Schaltungen

Wir verwenden synchrone Schaltwerke 
• Probleme mit Rückkopplungen (Ringosz.) vermeiden! 
• Vorgabe eines Takts erleichtert Schaltungsentwurf 
• Taktdauer (= 1/Taktfrequenz) muss größer als längste 

Verzögerung in kombinatorischen Teilschaltungen sein 

Regeln für den Entwurf synchroner Schaltwerke: 
• Jedes Schaltungselement ist entweder ein Register oder 

ein kombinatorisches Schaltnetz 
• Mindestens ein Schaltungselement ist ein Register  
• Alle Register werden mit dem selben Taktsignal versorgt 
• Jeder rückgekoppelte Pfad enthält mindestens ein Register 
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Endliche Automaten

Synchroner Schaltwerke lassen sich durch Endliche 
Automaten (EA) (finite state machines, FSM) beschreiben 

• Englische Bezeichnung FSM, weil eine Schaltung mit k Bit 
Registern sich in einem einer endlichen Anzahl (2k) von 
unterscheidbaren Zuständen befindet 

• Ein EA hat m Eingänge, n Ausgänge und k Bits Zustand 
• Er erhält auch einen Takt und optional ein Reset-Signal 

• Ein EA besteht aus zwei Blöcken kombinatorischer Logik, 
der Folgezustandslogik (next state) und der Ausgabelogik 
(output), und einem Register, das den Zustand speichert 

• Bei jeder (positiven) Taktflanke nimmt der EA den 
Folgezustand an, der basierend auf aktuellem Zustand und 
aktuellen Eingaben berechnet wurde 
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Endliche Automaten

Es existieren zwei grundsätzliche Strukturen für EAs: 

• Moore-Automat: 
• Ausgabe des  

Automaten hängt 
nur vom aktuellen 
Zustand ab 

• Mealy-Automat: 
• Ausgabe des  

Automaten hängt 
vom aktuellen 
Zustand und der 
aktuellen Eingabe ab

Of course, asynchronous circuits are occasionally necessary when
communicating between systems with different clocks or when receiving
inputs at arbitrary times, just as analog circuits are necessary when com-
municating with the real world of continuous voltages. Furthermore,
research in asynchronous circuits continues to generate interesting
insights, some of which can improve synchronous circuits too.

3.4 FINITE STATE MACHINES
Synchronous sequential circuits can be drawn in the forms shown in
Figure 3.22. These forms are called finite state machines (FSMs). They
get their name because a circuit with k registers can be in one of a finite
number (2k) of unique states. An FSM has M inputs, N outputs, and k bits
of state. It also receives a clock and, optionally, a reset signal. An FSM
consists of two blocks of combinational logic, next state logic and output
logic, and a register that stores the state. On each clock edge, the FSM
advances to the next state, which was computed based on the current state
and inputs. There are two general classes of finite state machines, charac-
terized by their functional specifications. In Moore machines, the outputs
depend only on the current state of the machine. In Mealy machines, the
outputs depend on both the current state and the current inputs. Finite state
machines provide a systematic way to design synchronous sequential
circuits given a functional specification. This method will be explained in
the remainder of this section, starting with an example.

3 . 4 . 1 FSM Design Example

To illustrate the design of FSMs, consider the problem of inventing a con-
troller for a traffic light at a busy intersection on campus. Engineering stu-
dents are moseying between their dorms and the labs on Academic Ave.
They are busy reading about FSMs in their favorite textbook and aren’t

CLK

M Nknext
state
logic

output
logic

(a)

inputs outputsstate
next
state

k

(b)

CLK

M Nknext
state
logic

output
logic

inputs outputsstate
next
state k

Figure 3.22 Finite state
machines: (a) Moore machine,
(b) Mealy machine

Moore and Mealy machines
are named after their
promoters, researchers who
developed automata theory,
the mathematical underpinnings
of state machines, at Bell Labs.

Edward F. Moore (1925–
2003), not to be confused with
Intel founder Gordon Moore,
published his seminal article,
Gedanken-experiments on
Sequential Machines in 1956.
He subsequently became a
professor of mathematics and
computer science at the
University of Wisconsin.

George H. Mealy (1927–
2010) published A Method of
Synthesizing Sequential Circuits
in 1955. He subsequently wrote
the first Bell Labs operating
system for the IBM 704
computer. He later joined
Harvard University.
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Beispiel: EA für Ampel

Das klassische Beispiel: Ampelsteuerung 

• (Amerikanische*) Ampeln LA, LB für  
horizontale und vertikale Fahrtrichtung 

• Zusätzlich Verkehrssensoren TA, TB für  
horizontale und vertikale Fahrtrichtung 

• Der Takt hat eine Periode von 5 Sekunden 
• Bei jeden "Tick" des Takts (steigende Flanke) 

können die Ampeln auf Basis der Sensordaten 
umschalten 
• Sensoren Ta, Tb liefern Werte 1 oder 0 
• Ampeln La, Lb haben Farbe rot/gelb/grün 
• Zusätzlich: Reset-Signal 

• Aufgabe: EA für Ampelsteuerung bauen

looking where they are going. Football players are hustling between the
athletic fields and the dining hall on Bravado Boulevard. They are tossing
the ball back and forth and aren’t looking where they are going either.
Several serious injuries have already occurred at the intersection of these
two roads, and the Dean of Students asks Ben Bitdiddle to install a traffic
light before there are fatalities.

Ben decides to solve the problem with an FSM. He installs two traffic
sensors, TA and TB, on Academic Ave. and Bravado Blvd., respectively.
Each sensor indicates TRUE if students are present and FALSE if the
street is empty. He also installs two traffic lights, LA and LB, to control
traffic. Each light receives digital inputs specifying whether it should be
green, yellow, or red. Hence, his FSM has two inputs, TA and TB, and
two outputs, LA and LB. The intersection with lights and sensors is shown
in Figure 3.23. Ben provides a clock with a 5-second period. On each
clock tick (rising edge), the lights may change based on the traffic sensors.
He also provides a reset button so that Physical Plant technicians can put
the controller in a known initial state when they turn it on. Figure 3.24
shows a black box view of the state machine.

Ben’s next step is to sketch the state transition diagram, shown in
Figure 3.25, to indicate all the possible states of the system and the transi-
tions between these states. When the system is reset, the lights are green
on Academic Ave. and red on Bravado Blvd. Every 5 seconds, the control-
ler examines the traffic pattern and decides what to do next. As long as

TA

LA

TA

LB

TB

TB

LA

LB

Academic Ave.

B
ravado

B
lvd.

Dorms

Fields
Athletic

Dining
Hall

Labs

Figure 3.23 Campus map

TA

TB

LA

LB

CLK

Reset

Traffic
Light

Controller

Figure 3.24 Black box view of
finite state machine

124 CHAPTER THREE Sequential Logic Design
looking where they are going. Football players are hustling between the
athletic fields and the dining hall on Bravado Boulevard. They are tossing
the ball back and forth and aren’t looking where they are going either.
Several serious injuries have already occurred at the intersection of these
two roads, and the Dean of Students asks Ben Bitdiddle to install a traffic
light before there are fatalities.

Ben decides to solve the problem with an FSM. He installs two traffic
sensors, TA and TB, on Academic Ave. and Bravado Blvd., respectively.
Each sensor indicates TRUE if students are present and FALSE if the
street is empty. He also installs two traffic lights, LA and LB, to control
traffic. Each light receives digital inputs specifying whether it should be
green, yellow, or red. Hence, his FSM has two inputs, TA and TB, and
two outputs, LA and LB. The intersection with lights and sensors is shown
in Figure 3.23. Ben provides a clock with a 5-second period. On each
clock tick (rising edge), the lights may change based on the traffic sensors.
He also provides a reset button so that Physical Plant technicians can put
the controller in a known initial state when they turn it on. Figure 3.24
shows a black box view of the state machine.

Ben’s next step is to sketch the state transition diagram, shown in
Figure 3.25, to indicate all the possible states of the system and the transi-
tions between these states. When the system is reset, the lights are green
on Academic Ave. and red on Bravado Blvd. Every 5 seconds, the control-
ler examines the traffic pattern and decides what to do next. As long as

TA

LA

TA

LB

TB

TB

LA

LB

Academic Ave.

B
ravado

B
lvd.

Dorms

Fields
Athletic

Dining
Hall

Labs

Figure 3.23 Campus map

TA

TB

LA

LB

CLK

Reset

Traffic
Light

Controller

Figure 3.24 Black box view of
finite state machine

124 CHAPTER THREE Sequential Logic Design

* keine Gelb-Rot-Phase – macht den Entwurf einfacher…
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Beschreibung Endlicher Automaten

Beschreibung des EA-Verhaltens durch 
Zustandsübergangsgraph bzw. -tabelle 

• Moore-Automaten: 
Ausgangswerte den Zuständen  
zuordnen: 

• Zustände: Kreise (Knoten) 
• Übergänge: Pfeile (Kanten) 

Mealy-Automaten benötigen eine  
kombinierte Zustands-/Eingangs-/ 
Ausgabetabelle (bzw. den  
entsprechenden Graphen)

traffic is present on Academic Ave., the lights do not change. When there
is no longer traffic on Academic Ave., the light on Academic Ave.
becomes yellow for 5 seconds before it turns red and Bravado Blvd.’s light
turns green. Similarly, the Bravado Blvd. light remains green as long as
traffic is present on the boulevard, then turns yellow and eventually red.

In a state transition diagram, circles represent states and arcs represent
transitions between states. The transitions take place on the rising edge of
the clock; we do not bother to show the clock on the diagram, because it is
always present in a synchronous sequential circuit. Moreover, the clock
simply controls when the transitions should occur, whereas the diagram
indicates which transitions occur. The arc labeled Reset pointing from
outer space into state S0 indicates that the system should enter that state
upon reset, regardless of what previous state it was in. If a state has multi-
ple arcs leaving it, the arcs are labeled to show what input triggers each
transition. For example, when in state S0, the system will remain in that
state if TA is TRUE and move to S1 if TA is FALSE. If a state has a single
arc leaving it, that transition always occurs regardless of the inputs. For
example, when in state S1, the system will always move to S2. The value
that the outputs have while in a particular state are indicated in the state.
For example, while in state S2, LA is red and LB is green.

Ben rewrites the state transition diagram as a state transition table
(Table 3.1), which indicates, for each state and input, what the next state,
S′, should be. Note that the table uses don’t care symbols (X) whenever
the next state does not depend on a particular input. Also note that
Reset is omitted from the table. Instead, we use resettable flip-flops that
always go to state S0 on reset, independent of the inputs.

The state transition diagram is abstract in that it uses states labeled
{S0, S1, S2, S3} and outputs labeled {red, yellow, green}. To build a real
circuit, the states and outputs must be assigned binary encodings. Ben
chooses the simple encodings given in Tables 3.2 and 3.3. Each state
and each output is encoded with two bits: S1:0, LA1:0, and LB1:0.

S0
LA: green
LB: red

LA: red
LB: yellow

LA: yellow
LB: red 

LA: red
LB: green

S1

S3 S2

TA

TA

TB

TB

Reset

Figure 3.25 State transition
diagram

Notice that states are
designated as S0, S1, etc. The
subscripted versions, S0, S1,
etc., refer to the state bits.
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Aktueller 
Zustand S

Eingang 
TA

Eingang 
TB

Folge-
zustand S’

S0 0 X S1

S0 1 X S0

S1 X X S2

S2 X 0 S3

S2 X 1 S2

S3 X X S0
Zustandsübergangstabelle
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Beschreibung Endlicher Automaten

Zur Realisierung der Schaltung des EA 
müssen die abstrakten Zustände S0-S3  
und die Ausgabewerte rot/gelb/grün noch 
Bitkombinationen zugeordnet werden 

• Zustandscodierung 
• definiert eindeutige Binärdarstellung 

für jeden Zustand 

• Codierung der  
Ausgabewerte 
• legt fest, welche  

Bitkombinationen am  
Ausgang anliegen sollen

Zustandscodierung

Zustand Codierung 
S1:0

S0 00

S1 01

S2 10

S3 11

Ausgabe Codierung 
L1:0

grün 00

gelb 01

rot 10

Ausgabecodierung
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becomes yellow for 5 seconds before it turns red and Bravado Blvd.’s light
turns green. Similarly, the Bravado Blvd. light remains green as long as
traffic is present on the boulevard, then turns yellow and eventually red.

In a state transition diagram, circles represent states and arcs represent
transitions between states. The transitions take place on the rising edge of
the clock; we do not bother to show the clock on the diagram, because it is
always present in a synchronous sequential circuit. Moreover, the clock
simply controls when the transitions should occur, whereas the diagram
indicates which transitions occur. The arc labeled Reset pointing from
outer space into state S0 indicates that the system should enter that state
upon reset, regardless of what previous state it was in. If a state has multi-
ple arcs leaving it, the arcs are labeled to show what input triggers each
transition. For example, when in state S0, the system will remain in that
state if TA is TRUE and move to S1 if TA is FALSE. If a state has a single
arc leaving it, that transition always occurs regardless of the inputs. For
example, when in state S1, the system will always move to S2. The value
that the outputs have while in a particular state are indicated in the state.
For example, while in state S2, LA is red and LB is green.

Ben rewrites the state transition diagram as a state transition table
(Table 3.1), which indicates, for each state and input, what the next state,
S′, should be. Note that the table uses don’t care symbols (X) whenever
the next state does not depend on a particular input. Also note that
Reset is omitted from the table. Instead, we use resettable flip-flops that
always go to state S0 on reset, independent of the inputs.

The state transition diagram is abstract in that it uses states labeled
{S0, S1, S2, S3} and outputs labeled {red, yellow, green}. To build a real
circuit, the states and outputs must be assigned binary encodings. Ben
chooses the simple encodings given in Tables 3.2 and 3.3. Each state
and each output is encoded with two bits: S1:0, LA1:0, and LB1:0.

S0
LA: green
LB: red

LA: red
LB: yellow

LA: yellow
LB: red 

LA: red
LB: green

S1

S3 S2

TA

TA

TB

TB

Reset

Figure 3.25 State transition
diagram

Notice that states are
designated as S0, S1, etc. The
subscripted versions, S0, S1,
etc., refer to the state bits.
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Schaltungsumsetzung des EA

Für den Entwurf der  
realen Schaltung müssen 
die beiden (kombinatorischen)  
Schaltnetze für den Folgezustand und die Ausgabe 
entworfen werden 
• Dazu schreiben wir die Zustandsübergangstabelle um, 

indem wir Zustände durch ihre  
binäre Codierung ersetzen 

Es ergibt sich damit: 

• S’1 = /S1S0 + S1/S0/TB + S1/S0TB 
• S’0 = /S1/S0/TA + S1/S0/TB

Of course, asynchronous circuits are occasionally necessary when
communicating between systems with different clocks or when receiving
inputs at arbitrary times, just as analog circuits are necessary when com-
municating with the real world of continuous voltages. Furthermore,
research in asynchronous circuits continues to generate interesting
insights, some of which can improve synchronous circuits too.

3.4 FINITE STATE MACHINES
Synchronous sequential circuits can be drawn in the forms shown in
Figure 3.22. These forms are called finite state machines (FSMs). They
get their name because a circuit with k registers can be in one of a finite
number (2k) of unique states. An FSM has M inputs, N outputs, and k bits
of state. It also receives a clock and, optionally, a reset signal. An FSM
consists of two blocks of combinational logic, next state logic and output
logic, and a register that stores the state. On each clock edge, the FSM
advances to the next state, which was computed based on the current state
and inputs. There are two general classes of finite state machines, charac-
terized by their functional specifications. In Moore machines, the outputs
depend only on the current state of the machine. In Mealy machines, the
outputs depend on both the current state and the current inputs. Finite state
machines provide a systematic way to design synchronous sequential
circuits given a functional specification. This method will be explained in
the remainder of this section, starting with an example.

3 . 4 . 1 FSM Design Example

To illustrate the design of FSMs, consider the problem of inventing a con-
troller for a traffic light at a busy intersection on campus. Engineering stu-
dents are moseying between their dorms and the labs on Academic Ave.
They are busy reading about FSMs in their favorite textbook and aren’t

CLK

M Nknext
state
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output
logic

(a)

inputs outputsstate
next
state

k

(b)

CLK

M Nknext
state
logic

output
logic

inputs outputsstate
next
state k

Figure 3.22 Finite state
machines: (a) Moore machine,
(b) Mealy machine

Moore and Mealy machines
are named after their
promoters, researchers who
developed automata theory,
the mathematical underpinnings
of state machines, at Bell Labs.

Edward F. Moore (1925–
2003), not to be confused with
Intel founder Gordon Moore,
published his seminal article,
Gedanken-experiments on
Sequential Machines in 1956.
He subsequently became a
professor of mathematics and
computer science at the
University of Wisconsin.

George H. Mealy (1927–
2010) published A Method of
Synthesizing Sequential Circuits
in 1955. He subsequently wrote
the first Bell Labs operating
system for the IBM 704
computer. He later joined
Harvard University.
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Aktueller  
Zustand Eingang Folge- 

zustand
S1 S0 TA TB S'1 S'0
0 0 0 X 0 1

0 0 1 X 0 0

0 1 X X 1 0

1 0 X 0 1 1

1 0 X 1 1 0

1 1 X X 0 0
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Schaltungsumsetzung des EA

• Nun schreiben wir noch  
die Ausgabecodierung um,  
indem wir Ausgabewerte  
durch ihre binäre  
Codierung ersetzen 

Es ergibt sich: 

• LA1 = S1 
• LA0 = /S1S0 
• LB1 = /S1 
• LB0 = S1S0 

Of course, asynchronous circuits are occasionally necessary when
communicating between systems with different clocks or when receiving
inputs at arbitrary times, just as analog circuits are necessary when com-
municating with the real world of continuous voltages. Furthermore,
research in asynchronous circuits continues to generate interesting
insights, some of which can improve synchronous circuits too.

3.4 FINITE STATE MACHINES
Synchronous sequential circuits can be drawn in the forms shown in
Figure 3.22. These forms are called finite state machines (FSMs). They
get their name because a circuit with k registers can be in one of a finite
number (2k) of unique states. An FSM has M inputs, N outputs, and k bits
of state. It also receives a clock and, optionally, a reset signal. An FSM
consists of two blocks of combinational logic, next state logic and output
logic, and a register that stores the state. On each clock edge, the FSM
advances to the next state, which was computed based on the current state
and inputs. There are two general classes of finite state machines, charac-
terized by their functional specifications. In Moore machines, the outputs
depend only on the current state of the machine. In Mealy machines, the
outputs depend on both the current state and the current inputs. Finite state
machines provide a systematic way to design synchronous sequential
circuits given a functional specification. This method will be explained in
the remainder of this section, starting with an example.

3 . 4 . 1 FSM Design Example

To illustrate the design of FSMs, consider the problem of inventing a con-
troller for a traffic light at a busy intersection on campus. Engineering stu-
dents are moseying between their dorms and the labs on Academic Ave.
They are busy reading about FSMs in their favorite textbook and aren’t
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Figure 3.22 Finite state
machines: (a) Moore machine,
(b) Mealy machine

Moore and Mealy machines
are named after their
promoters, researchers who
developed automata theory,
the mathematical underpinnings
of state machines, at Bell Labs.

Edward F. Moore (1925–
2003), not to be confused with
Intel founder Gordon Moore,
published his seminal article,
Gedanken-experiments on
Sequential Machines in 1956.
He subsequently became a
professor of mathematics and
computer science at the
University of Wisconsin.

George H. Mealy (1927–
2010) published A Method of
Synthesizing Sequential Circuits
in 1955. He subsequently wrote
the first Bell Labs operating
system for the IBM 704
computer. He later joined
Harvard University.
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Aktueller 
Zustand 

S1

Aktueller 
Zustand 

S0

Ausgabe 
LA1

Ausgabe 
LA0

Ausgabe 
LB1

Ausgabe 
LB0

0 0 0 0 1 0

0 1 0 1 1 0

1 0 1 0 0 0

1 1 1 0 0 1

traffic is present on Academic Ave., the lights do not change. When there
is no longer traffic on Academic Ave., the light on Academic Ave.
becomes yellow for 5 seconds before it turns red and Bravado Blvd.’s light
turns green. Similarly, the Bravado Blvd. light remains green as long as
traffic is present on the boulevard, then turns yellow and eventually red.

In a state transition diagram, circles represent states and arcs represent
transitions between states. The transitions take place on the rising edge of
the clock; we do not bother to show the clock on the diagram, because it is
always present in a synchronous sequential circuit. Moreover, the clock
simply controls when the transitions should occur, whereas the diagram
indicates which transitions occur. The arc labeled Reset pointing from
outer space into state S0 indicates that the system should enter that state
upon reset, regardless of what previous state it was in. If a state has multi-
ple arcs leaving it, the arcs are labeled to show what input triggers each
transition. For example, when in state S0, the system will remain in that
state if TA is TRUE and move to S1 if TA is FALSE. If a state has a single
arc leaving it, that transition always occurs regardless of the inputs. For
example, when in state S1, the system will always move to S2. The value
that the outputs have while in a particular state are indicated in the state.
For example, while in state S2, LA is red and LB is green.

Ben rewrites the state transition diagram as a state transition table
(Table 3.1), which indicates, for each state and input, what the next state,
S′, should be. Note that the table uses don’t care symbols (X) whenever
the next state does not depend on a particular input. Also note that
Reset is omitted from the table. Instead, we use resettable flip-flops that
always go to state S0 on reset, independent of the inputs.

The state transition diagram is abstract in that it uses states labeled
{S0, S1, S2, S3} and outputs labeled {red, yellow, green}. To build a real
circuit, the states and outputs must be assigned binary encodings. Ben
chooses the simple encodings given in Tables 3.2 and 3.3. Each state
and each output is encoded with two bits: S1:0, LA1:0, and LB1:0.

S0
LA: green
LB: red

LA: red
LB: yellow

LA: yellow
LB: red 

LA: red
LB: green

S1

S3 S2

TA

TA

TB

TB

Reset

Figure 3.25 State transition
diagram

Notice that states are
designated as S0, S1, etc. The
subscripted versions, S0, S1,
etc., refer to the state bits.

3.4 Finite State Machines 125

Ausgabe Codierung 
L1:0

grün 00

gelb 01

rot 10

Ausgabecodierung



GRABS 3 – Minimierung und EAs | Sommer 2025 | Michael Engel | Lehrstuhl für Praktische Informatik, insbes. Systemnahe Programmierung

LB1

45

Schaltung des Ampelsteuerungs-EA
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S’1 = /S1S0 + S1/S0/TB + S1/S0TB  

        = /S1S0 + S1/S0 = S1⊕S0 

S’0 = /S1/S0/TA + S1/S0/TB

LA1 = S1 
LA0 = /S1S0 
LB1 = /S1 
LB0 = S1S0
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Timing des Ampelsteuerungs-EA
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Figure 3.26 State machine circuit for traffic light controller
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Figure 3.27 Timing diagram for traffic light controller

This schematic uses some
AND gates with bubbles on
the inputs. They might be
constructed with AND gates
and input inverters, with NOR
gates and inverters for the
non-bubbled inputs, or with
some other combination of
gates. The best choice depends
on the particular
implementation technology.
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Zustandscodierung in EA

• Gesehen: binär 
• z.B. mit den Werten 00, 01, 10, 11 für vier Zustände 

• Auch möglich: 1-aus-N-Code ("one-hot") 
• Ein Zustandsbit pro Zustand 
• Zu jedem Zeitpunkt ist genau ein Zustandsbit gesetzt 
• z.B. als 0001, 0010, 0100, 1000 für vier Zustände 
• Benötigt mehr Flipflops… 

• aber Zustandsübergangs- und Ausgangslogiken sind 
oft kleiner 
• und schneller 
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